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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Кероване навчання

Маючи велику базу даних {(θi , γi ), i ∈ I},
де θi ∼ P незалежнi однаково розподiленi випадковi величини,
потрiбно знайти функцiю f : Θ → R таку, що f (θi ) = γi .

Будемо апроксимувати f за допомогою

fn(θ; x) =
1
n

n∑
k=1

Φ(θ, xk),

де xk ∈ Rd , k ∈ {1, . . . , n}, — параметри, якi потрiбно знайти.
Приклад: Φ(θ, xk) = ck · h(Akθ + bk), xk = (Ak , bk , ck)

Будемо вимiряти вiдстань мiж f та fn за допомогою очiкуваної похибки

L(x) := 1
2
EP |f (θ)− fn(θ; x)|2 =

1
2

∫
Θ

|f (θ)− fn(θ; x)|2P(dθ),

де P — розподiл θi .
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Стохастичний ґрадiєнтний спуск

Нехай xk(0) незалежнi випадковi величини з розподiлом µ0

Параметри xk , k ∈ {1, . . . , n} можна визначити використовуючи стохастичний
ґрадiєнтний спуск

xk(ti+1) = xk(ti )−∇xk

(
1
2
|f (θi )− fn(θi ; x)|2

)
∆t

де ∆t – швидкiсть навчання, ti = i∆t, θi ∼ P – н.о.р.,
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Збiжнiсть до детермiнованого ДРЧП
Нагадаємо, що xk(0) ∼ µ0 – н.о.р., ∆t – швидкiсть навчання, ti = i∆t, θi ∼ P –
н.о.р.

xk(ti+1) = xk(ti ) + V (xk(ti ), ν
n
ti , θi )∆t, k ∈ {1, . . . , n},

де νn
t = 1

n

∑n
k=1 δxk (t).

Для емпiричного розподiлу νn = 1
n

∑n
k=1 δxk , маємо

fn(θ; x) =
1
n

n∑
k=1

Φ(θ, xk) = ⟨Φ(θ, ·), νn⟩.

Якщо xk(0) ∼ µ0 н.о.р. тодi

d(νn
t , µt) = O(n−1/2) + O(∆t1/2) = O(n−1/2), для ∆t =

1
n
,

де µt є розв’язком рiвняння

dµt = −∇ (V (·, µt)µt) dt

з V (x , µ) = EPV (x , µ, θ). [Mei, Montanarib, Nguyen, 2018]
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Main Goal

Проблема. Пiсля переходу до границi рiвняння

dµt = −∇ (V (·, µt)µt) dt

втрачає iнформацiю про флуктуацiї в динамiцi стохастичного ґрадiєнтного спуску

xk(ti+1) = xk(ti ) + V (xk(ti ), ν
n
ti , θi )∆t, νn

t =
1
n

n∑
l=1

δxl (t).

Мета: Запропонувати стохастичне ДРЧП, яке б враховувало флуктуацiї динамiки
СҐС. Тодi, можливо, його розв’язки будуть краще апроксимувати динамiку СҐС при
n → ∞ та ∆t → 0.
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Класичне СДР для динамiки СҐС

Стохастичний ґрадiєнтний спуск

xk(ti+1) = xk(ti ) + V (xk(ti ), ν
n
ti , θi )∆t

є схемою Ейлера-Маруями для СДР

dXk(t) = V (Xk(t), µ
n
t )dt +

√
α(Σ

1
2 )k(X (t))dB(t), k ∈ {1, . . . , n}

де µn
t = 1

n

∑n
i=1 δXi (t), Σk,l(x) = EθG(xk , µ, θ)⊗ G(xl , µ, θ) та

B – n-вимiрний броунiвський рух.

⇝ Σ
1
2 є dn × dn матрицею!
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B – n-вимiрний броунiвський рух.

⇝ Σ
1
2 є dn × dn матрицею!
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Проблема мартингалiв для емпiричного розподiлу

dXk(t) = V (Xk(t), µ
n
t )dt +

√
α(Σ

1
2 )k(X (t))dB(t), k ∈ {1, . . . , n}

де µn
t = 1

n

∑n
i=1 δXi (t), Σk,l(x) = Ã(xk , xl , µ) := EθG(xk , µ, θ)⊗ G(xl , µ, θ)

Беручи φ ∈ C2
c (Rd), ми отримаємо для емпiричної мiри µn

t

⟨φ, µn
t ⟩ = ⟨φ, µn

0⟩+
α

2

∫ t

0

〈
∇2φ : A(·, µn

s ), µ
n
s

〉
ds +

∫ t

0
⟨∇φ · V (·, µn

s ), µ
n
s ⟩ ds

+ Mart.,

де A(x , µ) = Ã(x , x , µ) та

[Mart.]t = α

∫ t

0

∫
Rd

∫
Rd

(∇φ(x)⊗∇φ(y)) : Ã(x , y , µn
s )µ

n
s (dx)µ

n
s (dy)ds

[Rotskoff, Vanden-Eijnden, CPAM, 2022]
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

СДР iз нескiнченновимiрним шумом для СҐС

Стохастичний ґрадiєнтний спуск

xk(ti+1) = xk(ti ) + V (xk(ti ), ν
n
ti , θi )∆t

= xk(ti ) + EθV (. . . )︸ ︷︷ ︸
=V (xk (ti ),ν

n
ti
)

∆t +
√
∆t︸ ︷︷ ︸

=
√
α

(V (. . . )− EθV (. . . ))︸ ︷︷ ︸
=G(xk (ti ),ν

n
ti
,θi )

√
∆t

є схемою Ейлера-Маруями для СДР

dXk(t) = V (Xk(t), µ
n
t )dt +

√
α(Σ

1
2 )k(X (t))dB(t), k ∈ {1, . . . , n}

де µn
t = 1

n

∑n
i=1 δXi (t), Σk,l(x) = EθG(xk , µ, θ)⊗ G(xl , µ, θ) та

B – n-вимiрний броунiвський рух.
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√
∆t

є схемою Ейлера-Маруями для СДР

dXk(t) = V (Xk(t), µ
n
t )dt +

√
α

∫
Θ

G(Xk(t), µ
n
t , θ)W (dθ, dt), k ∈ {1, . . . , n}

де µn
t = 1

n

∑n
i=1 δXi (t), W – бiлий шум на L2(Θ,P) (P – розподiл θ).

[Gess, Kassing, K. Journal of Machine Learning Research ’24]
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Стохастичне рiвняння середнього поля

dXk(t) = V (Xk(t), µ
n
t )dt +

√
α

∫
Θ

G(Xk(t), µ
n
t , θ)W (dθ, dt), k ∈ {1, . . . , n}

де µn
t = 1

n

∑n
i=1 δXi (t), W – бiлий шум на L2(Θ,P).

Використовуючи формулу Iто, отримаємо Стохастичне диференцiальне рiвняння
середнього поля:

dµt = −∇ · (V (·, µt)µt)dt

⇝ Проблема мартингалiв для цього рiвняння та ж сама, що i в
[Rotskoff, Vanden-Eijnden, CPAM, ’22]
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Мотивацiя та отримання СДРЧП

Пов’язанi роботи

dµt = −∇ · (V (·, µt)µt) dt +
α

2
∇2 : (A(·, µt)µt) dt −

√
α∇ ·

∫
Θ
(G(·, µt , θ)µt)W (dθ, dt),

Iснування та єдинiсть розв’язкiв для схожих СДРЧП

Рiвняння неперервностi в гiдродинамiцi та оптимальному транспортуваннi
[Ambrosio, Trevisan, Crippa. . . ]. Тут A = G = 0.

Стохастичне нелiнiйне рiвняння Фоккера-Планка [Coghi, Gess ’19]. Коварiацiя
A має бiльш загальну структуру (тобто A− EG ⊗ G ≥ 0) але шум –
скiнченновимiрний.

Нелiнiйне СДРЧП для системи частинок [Kurtz, Xiong ’99]. Рiвняння має
бiльш загальну форму але початкова умова µ0 мусить володiти L2-щiльнiстю
вiдносно мiри Лебеґа.

Результат з [Kurtz, Xiong] не може бути застосованим до нашого рiвняння якщо µ0

не має L2-щiльностi!
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Iснування та єдинiсть розв’язкiв

Рiвняння неперервностi

dµt = −∇ · (Vµt)dt

=⇒ µt = µ0 ◦ X (·, t),
де

dX (u, t) = V (X (u, t))dt, X (u, 0) = u.

[Ambrosio, Trevisan, Lions,. . . ]

Стохастичне рiвняння середнього поля отримане з:

dXk(t) = V (Xk(t), µ
n
t )dt +

√
α

∫
Θ

G(Xk(t), µ
n
t , θ)W (dθ, dt),

Xk(0) = xk(0), µn
t =

1
n

n∑
i=1

δXi (t).
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Iснування та єдинiсть розв’язкiв

Iснування та єдинiсть розв’язкiв

Теорема 1 (Gess, Gvalani, K. 2022)

Нехай коефiцiєнти рiвняння V ,G – лiпшицевi та достатньо гладкi вiдносно
просторової змiнної. Тодi рiвняння

dµt = −∇ · (V (·, µt)µt) dt +
α

2
∇2 : (A(·, µt)µt) dt

−
√
α∇ ·

∫
Θ

G(·, µt , θ)µtW (dθ, dt)

має єдиний розв’язок. Крiм того, µt задовольняє принцип суперпозицiї,
тобто,

µt = µ0 ◦ X−1(·, t), t ≥ 0,

де X – розв’язок рiвняння

dX (u, t) = V (X (u, t), µt)dt +
√
α

∫
Θ

G(X (u, t), µt , θ)W (dθ, dt)

X (u, 0) = u, u ∈ Rd . [Дороговцев, Kotelenez, Пилипенко ’97-...]
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Кiлькiсна границя середнього поля
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Кiлькiсна границя середнього поля

Вiдстань Вассерштейна

Нехай (E , d) – повний сепарабельний метричний простiр та p ≥ 1 Pp(E) – простiр
ймовiрнiсних мiр ρ на E з ∫

E

dp(x , o)ρ(dx) < ∞.

Для ρ1, ρ2 ∈ Pp(E) визначимо метрику Вассерштейна за допомогою

Wp
p (ρ1, ρ2) = inf

{
Edp(ξ1, ξ2) : ξi ∼ ρi

}
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Кiлькiсна границя середнього поля

Наближення вищого порядку для СҐС
Стохастичне диференцiальне рiвняння середнього поля:

dµt = −∇ · (V (·, µt)µt)dt +
α

2
∇2 : (A(·, µt)µt)dt +

√
α∇ ·

∫
Θ

G(·, µt , θ)µt W (dθ, dt)

де A(xk , µ) = EθG(xk , µ)⊗ G(xk , µ).

Теорема 2 (Gess, Gvalani, K. 2022)

V ,G – лiпшицевi i диф. вiдносно просторової змiнної з обмеженими
похiдними;

νn
t – емпiричний розподiл асоцiйований з динамiкою СҐС з α = 1

n
;

µn
t – (єдиний) розв’язок рiвняння середнього поля з

µn
0 = νn

0 =
1
n

n∑
k=1

δxk (0)

та xk(0) ∼ µ0 – н.о.р.

Тодi для всiх p ∈ [1, 2) Wp(Law µn, Law νn) = o(n−1/2).
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Кiлькiсна границя середнього поля

Кiлькiсна гранична теорема для ДРСП

Теорема 3 (Gess, Gvalani, K. 2022)

За припущень попередньої теореми, ηn
t :=

√
n
(
µn
t − µ0

t

)
→ ηt

де ηt – гаусiвський процес, який є розв’язком

dηt = −∇ ·
(
V (·, µ0

t )ηt + ⟨∇K(x , ·), ηt⟩µ0
t (dx)

)
dt −∇ ·

∫
Θ

G(·, µ0
t , θ)µ

0
tW (dθ, dt).

Крiм того, E sup
t∈[0,T ]

∥ηn
t − ηt∥2

−J ≤ C
n
.

Зауваження. [Sirignano, Spiliopoulos, ’20]

Для η̃n
t :=

√
n(νn

t − µ0
t )

E sup
t∈[0,T ]

∥η̃n
t ∥2

−J ≤ C та η̃n → η.
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Кiлькiсна границя середнього поля

ЦГТ для ДРСП + ЦГТ для СҐС =⇒ Набл. вищого
порядку

Зауважимо, що

µn
t = µ0

t + n−1/2η + O(n−1).

Тому, µn − νn = o(n−1/2).

√
npWp

p (Law(µ
n), Law(νn)) =

√
np inf E

[
sup

t∈[0,T ]

∥µn
t − νn

t ∥p−J

]

= inf E

[
sup

t∈[0,T ]

∥
√
n(µn

t − µ0
t )−

√
n(νn

t − µ0
t )∥p−J

]
= Wp

p (Law(η
n), Law(η̃n)) → 0.
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Кiлькiсна границя середнього поля
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